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В статье введено понятие евклидовой комбинаторной конфигурации как отображения абстрактного множества в арифмети-
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ций. Рассмотрены особенности применения генетических алгоритмов для решения указанного класса задач. Описаны принципы 
формирования начальной популяции, механизмы отбора, выбор операторов кроссовера и мутации. Подход иллюстрируется на 
задаче комбинаторной оптимизации на множестве перестановок. Приведены примеры построения различных операторов крос-
совера для евклидовых конфигураций перестановок. 
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Введение. 

Задачи комбинаторной оптимизации относятся к 
классу NP -трудных, что обуславливает исследование 
эффективных приближенных методов для их решения 
[1-4]. Разработка теории и методов вычислительного 
интеллекта применительно к задачам комбинаторной 
оптимизации вызывают постоянный интерес ученых [4-
9].  Особое значение при этом имеют так называемые 
эволюционные методы, к которым относится класс 
генетических алгоритмов. Современные публикации в 
этом направлении [4, 10-14] доказывают эффективность 
применения эволюционных алгоритмов при решении 
задач комбинаторной оптимизации. 

 При разработке методов комбинаторной оптимиза-
ции важное место занимают исследования, связанные с 
формализацией понятий комбинаторного множества и 
комбинаторного объекта, а также со свойствами функ-
ций, заданных на этих множествах. При этом одним из 
фундаментальных является понятие комбинаторной 
конфигурации. В зависимости от классов множеств 
комбинаторных конфигураций возникают различные 

оптимизационные задачи, методы решения которых 
существенно определяются свойствами конфигураций. 
В статье описан класс так называемых евклидовых ком-
бинаторных конфигураций, на основе свойств которых 
предложены новые подходы к реализации генетических 
алгоритмов решения оптимизационных задач. 

1. Евклидовые комбинаторные конфигурации. 

Под конфигурацией будем понимать отображение 
ψ  некоторого исходного множества U  элементов про-
извольной природы в абстрактное множество V  опре-
деленной структуры при выполнении заданного набора 
ограничений Ω , т.е. 

:U Vψ →  (1) 

В случае конечных множеств U  и V  конфигурация 
(1) называется комбинаторной. Начало фундаменталь-
ным исследованиям комбинаторных конфигураций 
было положено К. Бержем [15]. 

Представим комбинаторную конфигурацию корте-
жем 



,U ,V ,ψ Ω  (2) 

где 1 n{ u ,.U ..,u }=  – исходное множество, 

1 k{ v ,.V ..,v }= - результирующее множество, ψ  – отоб-
ражение вида (1), Ω  – заданная система ограничений 
на вид отображения ψ .  

Таким образом, комбинаторная конфигурация (2) 
осуществляет выделение некоторого конечного под-
множества множества V  и упорядочение его элемен-
тов. В результате комбинаторная конфигурация π  
представляет собой упорядоченную последовательность 
элементов из V , т.е. 
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Исследованию комбинаторных конфигураций по-
священы, в частности, работы [15-18]. Дальнейшее 
развитие понятия комбинаторной конфигурации полу-
чило путем ослабления условий на конечность V  
[19, 20]. Допускается, что результирующее множество 
V может быть счетным, и комбинаторная конфигурация 
в этом случае называется комбинаторным объектом. В 
работах [19, 20] определены комбинаторные объекты 
k -го порядка, что существенно расширяется круг прак-
тических задач, которые могут быть формализованы с 
использованием понятия комбинаторного объекта. 

В работе [21] рассмотрен класс комбинаторных 
конфигураций, в которых элементами результирующего 
множества V  являются числовые вектора. Выделение 
такого класса обосновывается широким кругом реаль-
ных задач, в которых элементы исходного множества 
U  характеризуются определенным набором числовых 
параметров (например, физических и метрических ха-
рактеристик). В первую очередь, речь идет о задачах 
размещения геометрических объектов, имеющих ярко 
выраженную комбинаторную структуру [22,23]. 

Пусть B  - множество векторов пространства mR  
одинаковой размерности, т.е. 

( )T1l m
m

l l kR ,  lb ,...,b= ∈ ∈ Jb  (3) 

Отождествим множество B  с результирующим 
множеством V . Тогда в соответствии с (2) конфигура-
ция π  будет представлять собой упорядоченную после-
довательность векторов 1 2j j jn, ,...,b b b , где 

( )T1l m
m

l l kR ,  lb ,...,b= ∈ ∈ Jb . Каждой конфигурации 

{ }1 2j j jn, ,...,π = b b b  поставим во взаимно-однозначное 

соответствие вектор ( )1
N

Nx ,...,x R , N nm= ∈ =x , т.е. 

зададим биективное отображение ϕ , такое что: 

( ) ( )1, = −π π= ϕ ϕx x  (4) 

Например, такое соответствие можно задать следу-
ющим образом:  

( )1 1 1 2 21 1 1N j j j j mj mjn n nx ,...,x ( b ,...,b ,b ,...,b ,...,b ,...,b )= =x
Определение. Евклидовой комбинаторной конфигура-

цией назовем отображение 
N,U , ,: Rχϕ Λ →B , (5) 

где B  – результирующее множество, χ  – отображение 
вида :Uχ → B , Λ  –система ограничений на вид отоб-
ражения χ . 

Будем представлять евклидовую конфигурацию 
кортежем ,U , ,χ ΛB . 

Таким образом, евклидовая комбинаторная конфи-
гурация представляет собой образ комбинаторной кон-
фигурации ,U , ,χ ΛB  в арифметическом евклидовом 

пространстве NR  при заданном отображении ϕ . 
Пусть Π  – множество, элементами которого явля-

ются всевозможные комбинаторные конфигурации 
,U , ,χ ΛB , удовлетворяющие системе ограничений 

Λ . Тогда образ ( )Eϕ = ϕ Π  комбинаторного множества 

Π  в NR  будет представлять собой совокупность всех 
евклидовых комбинаторных конфигураций, удовлетво-
ряющих (2). 

Сделаем следующее замечание. Ю.Г. Стояном вве-
дено понятие евклидового комбинаторного множества 
[23], как множества упорядоченных элементов подмно-
жеств конечного множества произвольной природы. 
Таким образом, если множество B  конечно, то Π явля-
ется евклидовым комбинаторным множеством. В об-
щем случае, при заданном отображении ϕ  вида (5) 
множество допустимых отображений U:χ → B  опре-
деляет соответствующий класс евклидовых комбина-
торных конфигураций.  

Выделение класса евклидовых комбинаторных 
множеств обосновывается рядом специфических 
свойств, которыми обладают указанные комбинаторные 
множества при их отображении в NR .  

2. Генетические алгоритмы оптимизации на 
евклидовых комбинаторных конфигурациях. 

Сформулируем задачу оптимизации функции f ( x ) , 
заданной на множестве E  евклидовых комбинаторных 
конфигураций, в виде  

f ( x ) min, x E .→ ∈  
Рассмотрим особенности реализации генетических 

алгоритмов для задач оптимизации на евклидовых ком-
бинаторных конфигурациях. Заметим, что генетические 
алгоритмы относятся к классу эволюционных алгорит-
мов поиска путем последовательного отбора, комбини-
рования и вариации параметров задачи с использовани-
ем механизмов, которые лежат в основе биологической 
эволюции и используют термины, заимствованные из 
генетики. Генетические алгоритмы оперируют с множе-



ством решений (популяций), сформированных конеч-
ным множеством особей. Особи, входящие в популя-
ции, задаются хромосомами с закодированными в них 
параметрами задачи.  Хромосомы представляют собой 
упорядоченные последовательности генов. Ген (кото-
рый также называется свойством, знаком ли детекто-
ром) - это атомарный элемент генотипа, в частности 
хромосомы. Набор хромосом у каждой особи задает ее 
генотип (структуру). Таким образом, особями популя-
ции могут быть генотипы или единичные хромосомы. 
Совокупность внешних и внутренних признаков, соот-
ветствующих данному генотипу, задают фенотип особи, 
т.е. декодированную структуру или множество пара-
метров задачи.  

Разработка генетических алгоритмов предполагает 
решение следующих задач: 

- определение способов формирования начальной 
популяции; 

- формирование механизмов отбора; 
- задание оператора кроссовера (скрещивания); 
- задание оператора мутации; 
 - выбор условия окончания поиска. 
Для рассматриваемого класса задач положим, что 

генотип и фенотип особей популяции совпадают и в 
качестве хромосомы выступает допустимая евклидовая 
комбинаторная конфигурация ( )1 Nx x ,...,x= , а генами 
являются значения ее компонент последовательности. 
Решения позиционируются в популяции в соответствии 
с их положением на поверхности исследуемой функции. 
При этом последовательно генерируются новые реше-
ния как различные комбинации частей имеющихся по-
пуляций.  

Генерация начальной популяции, как правило, 
предполагает случайный выбор особей. Для рассматри-
ваемого класса задач речь идет о случайном выборе 
допустимых евклидовых комбинаторных конфигураций 

( )1 Nx x ,...,x= . Эта задача представляет самостоятель-
ный интерес и решается в зависимости от рассматрива-
емого класса конфигураций. 

На следующем этапе осуществляется выбор роди-
тельских пар. Как правило, при этом используется 
элитный отбор, т.е. выбирается k  особей с лучшими 
значениями целевой функции f ( x )  и составляются из 
них родительские пары. Если выбирать всевозможные 
сочетания родительских пар, то их общее число будет 

1 2k( k - ) / . Особенности рассматриваемого класса за-
дач позволяют предложить следующий подход к выбо-
ру родительских пар. Вычисляя евклидовые расстояния 
между лучшими k  особями, осуществим кластериза-
цию формируемого массива. Выберем 0k k≤ кластеров, 
в каждом из которых сгруппированы близлежащие осо-
би. Будем выбирать родительские пары только из одно-
го кластера. Естественно, в этом случае количество 
потомков будет меньше, чем при полном переборе по-

парных сочетаний. Однако различные правила скрещи-
вая, а также мутации позволяют получить необходимый 
объем потомства. В связи с этим опишем способы фор-
мирования оператора кроссовера (скрещивания), осно-
ванные на свойствах различных классов множеств ев-
клидовых комбинаторных конфигураций. 

Выберем для скрещивания две особи - евклидовые 
комбинаторные конфигурации ( )1 Nx x ,...,x=  и 

( )1 Ny ,..., y=y . Одними из наиболее распространенных 
способов скрещивания является так называемые одно-
точечный и двуточечный кроссоверы.  

При одноточечном кроссовере осуществляется слу-
чайный выбор места разделения последовательности 
координат на две части. Например, осуществив разде-
ление по j-ой позиции, потомками особей  

( )1 1j j Nx ,...,x ,x ,...,x+=x , 

( )1 1j j Ny ,..., y , y ,..., y+=y  

будем считать 
 ( )1 1j j Nx ,...,x , y ,..., y+=x , 
 ( )1 1j j Ny ,..., y ,x ,...,x+=y . 

При двуточечном кроссовере, исходные особи раз-
биваются на три части в точках 1j и 2j , 1 2j j< . В  ре-
зультате потомки примут вид: 

 ( )1 1 11 1 2 2j j j j Nx ,...,x , y ,..., y ,x ,...,x+ +=x ,
 

 ( )1 1 11 1 2 2j j j j Ny ,..., y ,x ,...,x , y ,..., y+ +=y . 

Обобщением двуточечного является k – точечный 
кроссовер, при котором родительские особи разбивают-
ся в точках 1 2 1 2k kj , j ,..., j , j j ... j< < < , а их части чере-
дуются у потомков.  

Среди других рекомендуемых подходов к скрещи-
ванию родительских особей укажем равномерный крос-
совер, при котором значения компонент с вероятностью 
p  берется от первого родителя, а с вероятностью 
1( - p ) – от второго. Известен также обобщенный крос-

совер, в котором специальный битовый вектор-маска 
определяет, значения гена какого из родителей получит 
потомок. 

Сложная комбинаторная структура множества E 
приводит к тому, что полученные потомки (евклидовые 
комбинаторные конфигурации) x  и y , как правило, не 
удовлетворяют системе ограничений Λ . Поэтому опе-
раторы кроссовера, примеры которых приведены выше, 
назовем операторами квазискрещивания. Результат z  
квазискрещивания евклидовых комбинаторных конфи-
гураций ( )1 Nx ,...,x=x  и ( )1 Ny ,..., y=y  представим в 
виде 

= H( , )z x y . (6) 



Для формирования допустимых евклидовых комби-
наторных конфигураций на основе квазискрещивания 
родительских особей необходимо осуществить специ-
альные преобразования.  

В связи с этим предложим следующий подход. Бу-
дем выбирать евклидовую комбинаторную конфигура-
цию ( )1 Nz ,...,z=z   , которая удовлетворяет системе 
ограничений Λ , и является ближайшей к особи 

( )1 , Nz ...,z=z , полученной в результате квазискрещи-
вания. Таким образом, имеем вспомогательную задачу 
проецирования некоторой точки z  на множество допу-
стимых евклидовых конфигураций E , т.е. 

E Pr=z z . (7) 

Следовательно, оператор кроссовера для евклидо-
вых комбинаторных конфигураций ( )1 Nx ,...,x=x и 

( )1 Ny ,..., y=y  представим в виде суперпозиции опера-
торов (10) и (11): 

E H( )r , .P=z x y  
Нахождение точки  z сводится к решению оптими-

зационной задачи 
.min, E− → ∈z z z  (8) 

Специфика различных множеств евклидовых ком-
бинаторных конфигураций позволяет отнести их к 
классу хорошо описанных, т.е. множеств, на которых 
линейные задачи полиноминально разрешимы. В 
первую очередь речь идет о так называемых сферически 
расположенных множествах. 

Множество nE R⊂  назовем сферически располо-

женным, если существуют такое nR∈τ  и число 0r > , 
что для любых E∈z  

2 2r .− =τz  (9) 

Пусть E - сферически расположенное множество 
евклидовых комбинаторных конфигураций. Тогда для 

любых ( )1 Nz ,...,z E= ∈z  и ( )0 0 0
1 N

z ,...,z=z  имеем 

2 020 2 0 2

1
i i

( , )

N
c z b,

i

− = − + − − − − =

= +∑
=

τ τ τ τz z z z z z
 

где
 0

2 0 2 0

2

2
1 1

i i i

i i i i i

c ( z τ ),
N N

b r ( z τ ) τ ( z τ ).
i i

= − −

= + − + −∑ ∑
= =

 

Таким образом, решение задачи (8) сводится к нахож-
дению минимума линейной функции  

1
i i

N
f( ) c z

i
= ∑

=
z  

на множестве E , а следовательно, и многограннике 
conv E .  

Развивая указанный подход, предложим следующие 
способы получения потомков для особей ( )1 Nx ,...,x=x  

и ( )1 Ny ,..., y=y . Учитывая, что особи (евклидовые 
комбинаторные конфигурации) являются элементами 
арифметического евклидового пространства, воспользу-
емся свойством линейности этого пространства. Для 
поиска потомства будем выбирать линейные комбина-
ции особей x  и y . 

Рассмотрим общий подход для формирования опе-
ратора кроссовера, учитывающего различные схемы 
построения линейных комбинаций x  и y . 

Простая линейная комбинация родительских пар: 
E Pr=z (x + y)  

Взвешенная линейная комбинация родительских 
пар в соответствии со значениями функции f(x)  в этих 
точках:  

( )E Pr f f= (z x x)+ y (y)  
При этом в задаче максимизации большему значению 
функции соответствует больший коэффициент. 
 Рандомизированная взвешенная линейная комбинация: 

( )E p 1Pr fp f=z x x)+ ( - )y( (y)  
где p  – равномерно распределенная на отрезке 

[ ]0 1, случайная величина. 
В общем случае логично предполагать, что потом-

ство сохраняет гены не только своих родителей, а и 
других предков. Тогда оператор кроссовера при взве-
шенной линейной комбинации k особей примет вид 

1
i i

k
E

i
 Pr f

=

 
= ∑ 

 
 x )(z x  

либо рандомизированной взвешенной линейной комби-
нации: 

1

k
E i

i
i ir p P f

=

 
= ∑ 

 
z x x )( , 

где 
1

1i
k

i
p

=
=∑ . 

3. Оператор кроссовера для евклидовых 
конфигураций перестановок 

Рассмотрим приложение описанного подхода при 
решении задачи оптимизации на комбинаторном мно-
жестве перестановок. В этом случае евклидовая комби-
наторная конфигурация ,U ,, ,χϕ ΛB  задается биек-
тивным отображением :Uχ → B , а множество ограни-
чений Λ = ∅ . Пусть множество B  таково, что 

1k , N n= = , т.е. 1 2 n( b ,b ,...,b )=B - множество n  дей-
ствительных чисел, которые упорядочим по неубыва-
нию 1 2 nb b ... b≤ ≤ ≤ . Тогда евклидовая комбинаторная 



конфигурация ( )1 n
nz z ,...,z R∈=  представляет собой 

упорядоченный набор чисел из B . В частности, можно 
положить nB = J . 

Множество всех евклидовых комбинаторных кон-
фигураций, удовлетворяющих указанному выше свой-
ству, называется евклидовым множеством перестановок 
[24, 25], которое обозначим E( B ) . Известно, что мно-
жество E( B )  является полиэдрально сферическим и 
совпадает с множеством решений системы уравнений и 
неравенств 

1 1

1

i i

i i n

n n
z b ,

i i
W

z b , W ,
i W i

=∑ ∑
= =

≥ ∀ ⊂∑ ∑
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, 

1

1
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n i
τ = ∑

=
, W card W= . 

Отметим тот факт, что линейная функция  

1
i i

n
f( ) c z

i
= ∑

=
z  

на множестве E(B)  достигает своего минимума в точке  

( )1 nz z ,...,z=   , где ii
z bπ = , ni J∈ , а последователь-

ность { }1 ,n i n i j n,..., , J , i, j J i jπ π π ∈ π ≠ π ∀ ∈ ≠  
такова, что 

1 n
c ... cπ π≥ ≥ . 

Поскольку множество E( B )  полиэдрально-

сферическое, то для любой точки ( )0 0 0
1 nz z ,...,z=  

можно указать ближайшую точку из E( B ) , 

представимую в виде ( )1 nz z ,...,z=   , где 1n ii
z b − +π = , 

ni J∈ , а последовательность { }1 n i n,..., , J ,π π π ∈   

i j ni, j J , i jπ ≠ π ∀ ∈ ≠  такова, что 0 0
1 n

..z . zπ π≥ ≥ . 

Рассмотрим пример построения оператора кроссо-
вера для задачи оптимизации функций, заданной на 
евклидовом множестве перестановок с учетом приве-
денных выше результатов. 

Пусть { }2 5 6 9 11 12 13 18 20 21B , , , , , , , , ,= , 10n = . Выбе-
рем две родительские особи - евклидовые комбинатор-
ные конфигурации 

{ }21 2 5 9 20 13 6 12 18 11, , , , , , , , ,=x , 

{ }20 5 6 12 18 9 2 11 21 13, , , , , , , , , ,=y , 

Рассмотрим двухточечный кроссовер при 1 23 7j , j= = . 

В результате псевдоскрещивания имеем пары x и 
y имеем 

{ }1 21 2 5 12 18 9 2 12 18 11z , , , , , , , , ,= , 

{ }2 20 5 6 9 20 13 6 11 21 13z , , , , , , , , ,= . 
Тогда 

{ }1 21 5 6 13 20 9 2 2 11 1 18 1E( B ) ) , , Pr ( , , , , , , ,= = zz  

{ }22 18 2 6 9 20 13 5 11 21 12E( B ) ) , , Pr ( , , , , , , ,= = zz  

 Будем скрещивать особи по правилу простой линейной 
комбинации родительских пар. В результате псевдо-
скрещивания имеем  

{ }41 7 11 21 38 22 8 23 39 24, , , , , , , , ,=z . 
Тогда 

{ }21 2 6 9 18 11 5 12 20 13E( B ) ) , , , , , , ,Pr ,( ,+= =z x y . 

Нетрудно видеть, что полученный потомок «равноуда-
лен» от родительских особей. 

Пусть дополнительно известно, что 20f ( ) =x , 
а 30f ( ) =y . Тогда псевдоскрещивание по правилу 
взвешенной линейной комбинации даст 

{ }102 19 28 54 94 53 18 57 99 61, , , , , , , , ,=z , 
а с использованием оператора скрещивания (7) получим 

{ }21 5 6 11 18 9 2 12 20 13, , , , , , , , ,=z . 
Таким образом, потомок сохранил большее влияние 

генов родителя, которому соответствует большее зна-
чение функции. 

Анализ приведенных выше примеров показывает, 
что использование предложенного в статье подхода к 
заданию оператора кроссовера для  евклидовых комби-
наторных конфигураций соответствует основным  
принципам, положенным в основу формирования новой 
популяции.  

4. Выводы. 

В статье предложен новый подход к реализации ге-
нетических алгоритмов в задачах комбинаторной опти-
мизации. Введено понятие евклидовой комбинаторной 
конфигурации как отображения конечного абстрактного 
множества произвольной природы в арифметическое 
евклидовое пространство.  В результате такого отобра-
жения задача комбинаторной оптимизации эквивалент-
но формулируется в терминах задач математического 
программирования, а независимыми переменными вы-
ступают евклидовые комбинаторные конфигурации так 
точки пространства NR . Рассмотрены особенности 
реализации генетических алгоритмов для решения ука-
занного класса задач: предложены способы формирова-
ния начальной популяции и механизмы отбора, форма-
лизован и обоснован выбор операторов кроссовера и 
мутации. В качестве примера рассмотрена задача опти-
мизации функции, заданной на множестве перестано-
вок. Проиллюстрированы различные способы построе-



ния операторов кроссовера для евклидовых конфигура-
ций перестановок.  
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Resume  

S.V.  Yakovlev, A.V.  Kartashov, K.P.  Korobchinsky 

. ON THE CLASS OF GENETIC ALGORITHMS IN 
OPTIMIZATION PROBLEMS ON 

COMBINATORIAL CONFIGURATIONS. 

Background: The solution of combinatorial optimization 
problems is connected with computational complexity due to the 
high dimensionality of the problems.  The existing algorithms are 
based on the properties of combinatorial sets and functions defined 
on these sets.  Analysis of new properties of optimization problems 
contributes to the development of effective approaches to their 
solution. 

Materials and methods: In this paper we introduce the con-
cept of a Euclidean combinatorial configuration, as a mapping of 
an abstract finite set into an arithmetic Euclidean space.  This 
allows us to obtain new properties of optimization problems on 
combinatorial sets and propose new genetic algorithms for their 
solution.   

Results: The properties of Euclidean combinatorial configu-
rations are investigated.  Methods for the formation of the initial 
population, mechanisms for selection, selection of crossover op-
erators and mutation for genetic algorithms are proposed.  The 
problem of combinatorial optimization on the set of Euclidean 
permutation configurations is considered and examples of the 
construction of various crossover operators in genetic algorithms 
for solving it are given. Conclusion: The article describes a new 
class of genetic algorithms for solving combinatorial optimization 
problems.  On the basis of the properties of Euclidean combinato-
rial configurations, new ways of forming crossover operators and 
mutations are proposed, which make it possible to improve the 
efficiency of existing methods of solution. 

С.В. Яковлев, А.В. Карташов, К.П. Коробчинский 
ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ГЕНЕТИЧЕСКИХ 

АЛГОРИТМОВ В ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ НА 
КОМБИНАТОРНЫХ КОНФИГУРАЦИЯХ 

Background: Решение задач комбинаторной оптимизации 
связано с вычислительными сложностями в силу высокой 
размерности задач. Существующие алгоритмы основаны на 
свойствах комбинаторных множеств и функций, заданных на 
этих множествах. Анализ новых свойств оптимизационных 
задач способствует разработке эффективных подходов к их 
решению.   

Materials and methods: В этой работе вводится понятие 
евклидовой комбинаторной конфигурации, как отображения 
абстрактного конечного множества в арифметическое евкли-
довое пространство. Это позволяет получить новые свойства 
задач оптимизации на комбинаторных множествах и предло-
жить новые генетические алгоритмы к их решению.  

Results: Исследованы свойства евклидовых комбинатор-
ных конфигураций. Предложены способы формирования 
начальной популяции, механизмы отбора, выбора операторов 
кроссовера и мутации для генетических алгоритмов. Рассмот-
рена задача комбинаторной оптимизации на множестве ев-
клидовых конфигураций перестановок и приведены примеры 
построения различных операторов кроссовера в генетических 
алгоритмах ее решения.   

Conclusion: В статье описывается новый класс генетиче-
ских алгоритмов для решения задач комбинаторной оптими-
зации. На основе свойств евклидовых комбинаторных конфи-
гураций предлагаются новые способы формирования опера-
торов кроссовера и мутации, позволяющие повысить эффек-
тивность существующих методов решения. 
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