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Анотація—Розглядається задача оптимального 

розміщення кіл у колі мінімального радіуса. Здійснено її 

формалізацію як задачі математичного програмування. 

Виділено комбінаторну структуру задачі за допомогою 

формування множини переставлень радіусів кіл, що 

розміщуються. На основі функціонального представлення 

множини переставлень формулюється еквівалентна 

постановка задачі, в якій радіуси кіл є незалежними 

змінними. Такий підхід дозволяє підвищити ефективність і 

поліпшити значення локальних екстремумів розв’язання 

вихідної задачі. 

Abstract— The problem of the optimal placement of circles in 

a circle of minimum radius is considered. Its formalization as a 

problem of mathematical programming is given. The problem 

combinatorial structure is obtained by forming a set of 

permutations of the radii of the placed circles. The functional 

representation of the set of permutations allows to get an 

equivalent formulation of the problem, in which the radii of the 

circles are independent variables. Such an approach makes it 

possible to increase the efficiency and improve the values of local 

extrema for the solution of the original problem.  

Ключові слова: задача розміщення, коло, оптимізація, 

множина переставлень.  
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I. ВСТУП 

Задачі оптимального розміщення кіл викликають 
постійний інтерес дослідників [1-5]. Це стосується як 
выділення спеціальних класів задач, для яких можна 
запропонувати як нові ефективні методи розв’язання, так і 
застосувати сучасні методи теорії оптимізації для 
розв’язання задач в досить загальній постановці. 
Поштовхом до розвитку цього напрямку стало створення 
теорії Ф-функцій Ю.Г. Стояна [6,7]. У даній роботі 
пропонується новий погляд на формалізацію і методи 
розв’язання завдань розміщення як задач математичного 
програмування шляхом виділення їх комбінаторної 
структури.  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ ТА ЇЇ МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ 

Розглянемо задачу розміщення набору кіл Si, ni J , 

заданих радіусів, де Jn={1,2,…,n}, в колі S0 мінімального 
радіуса. Позначимо радіуси кругів через ri , а координати 

центрів кіл -  u , vi
i ip  ,  0 ni J . Зафіксуємо 

 0 0, 0p  . Тоді математична постановка задачі набуде 

виду 

min0r                                         (1) 

при обмеженнях 

2 2 2
0( )i i iu v r r   , ni J                         (2) 



2 2 2(u ) (v ) ( )i j i j i ju v r r     , ni J , nj J , i j . (3) 

Таким чином, наведена завдача є задачою 
математичного програмування з 2n + 1 змінними r0, vi, ui, 

ni J .  

III. МЕТОД ЗМІННИХ РАДІУСІВ 

Здійснимо наступні еквівалентні перетворення задачі 
(1) - (3). З одного боку, будемо вважати, що радіуси  ri, 

ni J , є незалежними змінними. З іншого боку, 

сформуємо таку систему обмежень задачі, щоб в 
результаті її розв'язання допустимими стали ті і тільки ті 

значення змінних ri, ni J , які збігаються з вихідними 

фіксованими значеннями. Такий підхід назвемо методом 
змінніх радіусів. Зауважемо, що розгляд змінних радіусів 
кіл, але в іншій концептуальній постановці,  
розглядались в роботах [4,5]. 

З метою реалізації метода змінних радіусів виділимо 
таку комбінаторну структуру задачі. Оскільки в 
наведеній задачі (1)-(3) радіуси є константами, 

зафіксуємо 0r ri i , ni J , і будемо вважати, що 

0 0 0
1 2 ... nr r r   . У відповідністі з наведеними вище 

міркуваннями будемо розглядати ri, ni J , як незалежні 

змінні та сформуємо систему рівнянь 

   0

1 1

n nk k

i i
i i

r r

 

      , nk J            (4) 

0

1

1 n

i
i

r
n



   .                                        (5) 

Система рівнянь (4) має таку властивість, що множина 
її розв'язків збігається з множиною всіляких переставлень 

з чисел  0 0 0
1 2, , ..., nr r r [6]. Таким чином, сформована 

задача (1) - (5) еквівалентна вихідній (при фіксованих 
радіусах) і є задачею умовної оптимізації з 3n + 1 

змінними r0, ri, vi, ui, ni J . 

Зауважимо, що при розв’язанні задачі (1) - (5) можуть 
виникати обчислювальні складності, пов'язані з високими 
ступінями в системі рівнянь (4), що призводить до 
накопичення похибок обчислень в задачах підвищеного 
розміру. Тому становить інтерес формування 
функціональних обмежень в поліедрально-сферичному 
вигляді [8] 

     

0

1 1

0

1

,  ,  

n n

i i
i i

W

i i n
i W i

r r

r r W J W n

 

 



   

 

 

                    (6) 
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де W - потужність множини W, а   задається виразом (5). 

Зауважимо, що множина, що описується системою (6), 
(7), збігається з множиною всіляких переставлень з чисел 

 0 0 0
1 2, , ..., nr r r  [8]. 

Важливою властивістю задачі розміщення кіл у 
вигляді (1) - (3), (6), (7) є той факт, що ця задача є 
квадратичною. Однак кількість лінійних обмежень в 
системі (6) велика і оцінюється порядком 2n. Тому 
реалізація класичних методів нелінійної оптимізації 
обмежується розміром задачі. Разом з тим врахування 
властивостей лінійних і квадратичних функцій на 
комбінаторних багатогранниках дозволяють обійти 
труднощі, що виникають. 

У задачах локальної оптимізації великої розмірності 
пропонується здійснювати їх декомпозицію з 
використанням такого підходу. Розглянемо множину. 

 0 0 0
1 2, , ..., nП r r r . Здійснимо його розбиття на L 

попарно неперетиних підмножин і введемо позначення 
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Для кожної множини k , Lk J , будемо вважати 

kl   і запишемо 
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Нехай отримано локальний розв'язок задачі (1) - (3) або 

його наближення при заданих ri, ni J . Цей розв'язок можна 

поліпшити, вибираючи його в якості початкової точки і 

розглядаючи ri, ni J , як незалежні змінні. При цьому вибір 

способу розбиття з подальшим формуванням обмежень виду 
(8), (9) задає відповідну модифікацію запропонованого 
підходу. Більш того, отриманий новий локальний розв'язок 
можна знову спробувати поліпшити, вибираючи його в якості 
початкової точки і формуючи нове розбиття множини 

 1 2, , ..., nr r r  . Таким чином, перспективним видається 

вибір і обгрунтування способів розбиття, що забезпечують 
підвищення ефективності методу. 



IV. ПРИКЛАД ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ЗМІННИХ РАДІУСІВ 

Розглянемо задачу розміщення 10 кіл, радіуси яких 
були вибрані за допомогою генератора випадкових чисел. 
Їх значення наведено в таблиці 1. 

TАБЛИЦЯ I.  РАДІУСИ КІЛ, ЩО РОЗМІЩУЮТЬСЯ 

r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 r10 

3 10 1 4 4 1 3 5 9 4 

 

Початкові координати розміщення кіл та початковий 

радіус r0, vi, ui, ni J  теж були згенеровані випадково та 

наведені в таблиці 2.  

TАБЛИЦЯ II.  ПОЧАТКОВІ КООРДИНАТИ КІЛ 

i ui vi 

1 12,30 8,96 

2 -1,75 9,09 

3 0,90 -17,86 

4 -15,26 0,17 

5 -14,61 7,14 

6 17,28 -3,71 

7 15,57 2,32 

8 -11,72 -8,11 

9 6,22 -8,16 

10 -5,22 -14,34 

 

На Рис. 1 наведено початкове розміщення кіл, що не 

задовольняє умовам взаємного неперетину кіл і їх 

розміщення всередині области.  

 

 

Рис. 1. Початкове розміщення кіл. 

Пошук локального розв’язку задачі (1)-(3) при заданих 
початкових параметрах розміщення здійснювався з 
використанням пакета програм IPOPT (Interior Point 
OPTimizer, https://projects.coin-or.org/Ipopt) - бібліотеки 

для пошуку локальних екстремумів безперервних задач 
нелінійного програмування з використанням методів 
внутрішньої точки.Після оптимізації отримуємо точку 
локального мінімуму для задачі (1)-(3). Координати кругів 
для неї наведено в таблиці 2, а відповідне розміщення кіл 
навено на Рис. 2. 

TАБЛИЦЯ III.  КООРДИНАТИ КІЛ ЛОКАЛЬНОГО МІНІМУМУ 

i ui vi 

1 12,30 8,96 

2 -1,75 9,09 

3 0,90 -17,86 

4 -15,26 0,17 

5 -14,61 7,14 

6 17,28 -3,71 

7 15,57 2,32 

8 -11,72 -8,11 

9 6,22 -8,16 

10 -5,22 -14,34 

 

Оптимальний радіус зовнішнього кола – 19,54. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Локальний мінімум 

Вважаємо це розміщення початковою точкою для 
задачі зі змінними радіусами (1) - (3), (6), (7). Для 
початкових значень радіусів обираємо випадкові значення 
в діапазоні між найменшим і найбільшим із вихідних 
значень кругів, що наведено в таблиці 1. Знаходимо 
локальний розв'язок цієї задачі. Оптимальне розміщення 
наведено на Рис. 3, а відповідні оптимальні значення 
параметрів в таблиці 4. 

Нове значення локального оптимуму для радіуса 
зовнішнього кола – 19,26. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Локальний мінімум для задачі (1) - (3), (6), (7). 

TАБЛИЦЯ IV.  ПАРАМЕТРИ КІЛ ЛОКАЛЬНОГО МІНІМУМУ ДЛЯ ЗАДАЧІ (1) - 

(3), (6), (7). 

i ui vi ri 

1 12,30 8,96 4,00 

2 -1,75 9,09 10,00 

3 0,90 -17,86 1,00 

4 -15,26 0,17 4,00 

5 -14,61 7,14 3,00 

6 17,28 -3,71 1,00 

7 15,57 2,32 3,00 

8 -11,72 -8,11 5,00 

9 6,22 -8,16 9,00 

10 -5,22 -14,34 4,00 

Тепер в отриманій новій точці знову обираємо 
випадкові значення для кіл і знову шукаємо розв’язок для 
задачі (1) - (3), (6), (7). І так декілька раз. Результат 
кращого з отриманих локальних мінімумів наведено на 
Рис. 4, а відповідні оптимальні значення параметрів в 
таблиці 5. Значення радіуса зовнішнього кола для ціє 
точки – 19,01. 

TАБЛИЦЯ V.  ПАРАМЕТРИ КІЛ ДЛЯ НАЙКРАЩОГО З ОТРИМАНИХ 

РОЗВ’ЯЗКІВ 

i ui vi ri 

1 11,83 -13,24 1,00 

2 -6,02 -7,99 9,00 

3 -12,21 10,36 3,00 

4 -17,49 -4,31 1,00 

5 5,94 -13,78 4,00 

6 12,04 -7,17 5,00 

7 -6,07 13,73 4,00 

8 -15,94 1,02 3,00 

9 6,03 6,69 10,00 

10 -7,85 4,88 4,00 

Зазначимо, що отриманий розв’язок є глобальним 
розв’язоком задачі (1)-(3). 

 

Рис. 4. Найкращий з отриманих розв’язків. 

V. ВИСНОВКИ 

В статті запропоновано новий погляд на формалізацію 
задач розміщння нерівних кіл в колі як задачі 
математичного програмування. В результаті виділення 
комбінаторной структури задачі за допомогою додаткових 
змінних вдалося сформувати додаткову систему 
обмежень, що описують множину переставлень радіусів 
кіл. Це дозволяє за рахунок змінних радіусів подолати 
область тяжіння локальних екстремумів задачі. Таким 
чином, метод змінних радіусів насамперед слід розглядати 
як спосіб поліпшення локальних розв’язків задачі. 
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